DIFERENCIAL FUNKCIE

Ak ma funkcia v bode x, derivaciu, hovorime, Ze je v bode x, DIF ERENCOVATELNA.

Ak je fv bode x( diferencovatelnd, je v tomto bode spojita.

Diferencovatel’nost’ je silnej$ia vlastnost’ ako spojitost’. Opacnd implikécia neplati.

Napr. y = |x| je vbode x =0 spojita, ale nema

v tomto bode derivaciu.

Ak existuje lim 9= T(X0)
X=X X— X0

o derivécii funkcie f sprava v bode X,.

fx

, potom hovorime

Analogicky definujeme i derivaciu zlava.

f(}{o)

Oznaéme stranu trojuholnika df (x,).

/ ®  Xo+in=X t9¢:if_(—)§2:>df(Xo)=tg 9. (x=%)
df (Xo) = '(X0) (X =X ).

Nech funkcia f(x) méa v bode x, derivaciu f'(X,). Potom vyraz df (x,) = f'(X,) (X-Xo)
X—X,
AX

nazyvame DIFERENCIALOM FUNKCIE f v bode X, pre prirastok

PR: Vypocitajte diferencial funkcie y =tg x v bode xo = % pre AX = Tz
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Pre rozdiel funkénych hodndt f(x) — f( x,) plati f(x)—f(x,)=df (x0) t@,
ak Ax — 0, potom o —>

Preto pre maly prirastok Ax je prirastok Af = f (x) — f(x,) rovny diferencialu.
f(x) — f (Xo) = df (X0) = '(X0). A X



DERIVACIA A DIFERENCIAL VYSSICH RADOV.

Nech funkcia {” je derivacia funkcie f na mnozine M. Ak funkcia f'ma v nejakom bode
X, € M derivaciu, tak tuto derivaciu nazyvame druhou derivaciou (derivaciou 2.radu) funkcie

f v bode x,

Ozn. f”(xo){dzf(x)} . £ (xg)= lim = T(x0)

x? X=X X — X0

X =X0

Postupnym derivovanim (ak existuju derivécie) ziskame derivaciu n — té¢ho radu v bode x,,
PR: Dokéazete, Zze plati y'+ @y + ¢y =0,ak y=e ™ sinx

Diferencidlom radu n funkcie f (x) v Cisle x, pre prirastok A x =x - X,
nazyvame vyraz d" f(x,)=f™ (xo) (x =%, )" .

PR: Najdite d* f (x, ) funkcie f (x) = ¢*. cos x v bode X, = a

P
pre prirastok dx.

f'(x)=¢".cosx -¢€"sinx

7 (x)=¢". cos x —2 e" sin x — €" cos x
7 T r

- T — . T — T — 2
" (=)= -2e¢ .sin — =-2¢ df (=)=-2e¢ dx
(2) 2 5 2 (2) 2

ZAKLADNE VETY DIFERENCIALNEHO POCTU

Veta V.17( Fermatova ):

Ak funkcia f nadobuda v bode ¢ minimélnu ( maximélnu ) hodnotu a méa v tom bode
derivéciu, tak " (¢)=0.

Geometricky vyznam tejto vety je zrejmy:

¥ ak ma funkcia derivaciu
v max. (min.) bode, potom doty¢nica
v tomto bode je || s osou x.
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| tj. tgp =0=1"(c).
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Veta V.18 (ROLLOVA) :

Nech funkcia f ma tieto vlastnosti:
1. je spojitd na uzavretom intervale <a, b>

2. v kazdom bode ( a,b ) ma derivaciu
3. plati f(a)=1f(b)
Potom existuje aspoii jeden bod ¢ € (a,b) taky, ze f'(c)=0

.

o

0

o --—-—
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Nech funkcia f spiia predpoklady Rollovej vety, potom existuje bod ¢ €(a,b)
tak, ze f'( ¢ ) = 0, teda doty¢nica “ku grafu funkcie v bode ¢ = (¢,f(c ) ) je || s osou x.
Nech pre kazdé x € (a,b) plati : f'(x) =0 potom funkcia f je konst. na intervale ( a,b ).

Z tejto vety bezprostredne vyplyva dosledok, ze pre kazdé x z intervalu (a,b)
plati: ' (x)=g (x)

Potom funkcia f'a g sa na intervale ( a,b ) liSia o konStantu, tj. f(x)—g(x)=c
pre kazdé x € (a,b).

Veta V.19 ( Lagrangeova veta o prirastku funkcie):

Nech funkcia fma tieto vlastnosti:
1. je spojitd na uzavretom intervale <a, b>

2. v kazdom bode ( a,b ) ma derivaciu.

_fO)-f@

Potom existuje aspoit 1bod ¢ < (a, b) taky, ze f'(c) o
—a

Geom. Vyznam Lagrangeovej vety je nasledovny:

Za danych predpokladov existuje
na (a,b) aspon jeden bod, v ktorom
doty¢nica ma smernicu ur¢enti

bodmi [a, f(a)], [b, f(b)].




f(b)—f(a)
b-a

tj. f'(c1)=tg o = smernica dotyCnice



L'HOSPITALOVO PRAVIDLO

Veta V.20 ( L"Hospitalovo pravidlo) :

Nech: a) lim f (x) =1limg(x) =0, alebo lim g(x) =0

b) existuje lim% vlastna alebo nevlastna.
x=a g’ (X

Potom existuje aj lim 1) aplati: lim limM =lim f’(x)
X—>a ) X—>a g(x) x-a g (X)
, : . . e e 1 o 0
L Hospitalovo pravidlo pouzivame na vypocet limit neurcitych vyrazov — a 0
o0
f(x fr(x
Limity typu 0 a 2 mozeme pocitat’ priamo podl'a vzt'ahu: lim T _ lim L
0 oo 9(x) 9'(x)
X—a X—a

. , ., . , 0 o
a limity typu o - 00, 0, o, 0°, ©° I° vhodnymi upravami zmenime na typy s
(00}

] 2
PR: lim ﬂzmzhm l-cosx _ . (I-cosxjeos’x _ 1
X — tgx 0 - 1 (cosX —1)(cosx +1) 2
cos’ X
x>0 X—20 X—>0

. 1 . X.cotgx—1 X
PR: lim (cotgx- — )=( o - 0)=1lim Xeotgx =1 _ ( x cotg x. t——)(nech —0)=

X 00

x—>0 x—>0
X sin’ X.cos X

cotgx = > ; —X sin X.cos X — X
lim ( S )= [jm —SI0X = lim ———5—— =
sin” X sin” X
x—>0 x—>0 x—>0

cos’ X—sin’ X -1 _ —2cosX—sinX—2cosX—sinX

lim : lim — > 0
2 cos X.sin X —2sIn” X+ cos” X
x—>0 x—> 0




TAYLOROVA VETA

Predpokladajme, Ze funkcia f mé v bode a derivécie az do n — tého radu.
Funkcia fmdze byt vel'mi zlozita . Chceli by sme ju aproximovat’ (nahradit’) jednoduchsou
funkciou - POLYNOMOM. O podmienkach aproximacie hovori nasledujica veta:

Veta V.21 ( Taylorova veta ):

Nech f ma spojité derivacie ', f,....., f ®na <c,b> a spojita derivaciu ™™ na (c,b).

Potom pre kazdé x e <C, b> plati:

’ rr (n)
f(x)=f(a)+ f 1('a) (x—a)—#—f 258') (x—a)2 +.... 7+ f '(a) (x-a)"+R,,,,
: : n!
(n+1)
kde R,,,= L C) (x —a) ™" je zvySok po n — tom ¢lene.
(n+1)!

Taylorov vzorec mdézeme zapisat’ aj v tvare:
f(x) = Tnr1 (X)+Ry, 41, kde T, (x) je Taylorov polyndém n-tého stupiia v bode a.

Ak zvolime v Taylorovej vete a= 0, dostaneme Maclaurinov vzorec:

, rr (n)
f(x)="f )+ f 1('0) X+ f 250) X+ ... +nxf—'(0) x"+ R+,
! n!

(n+1)
Kde R, o j =1 C1X) e

re O<n<l.
(n+1) P g

PR: Najdite Maclaurinov vzorec funkcie f (x) = ¢*

f(o)ze():l,f'(o)'e—l, ....... ,f()(o)_ezl
X’ X"
=1+ -+ —+....+ —+Rn+l
2 n!
PR : Ngjdite Taylorov polyném 4. Stupnia v bode a = 4 pre funkcia
f(x):th
1 1 1 1
fow=ndt y=—4=—{ w=|-——|s=- —;
“ ()] X 4 4 ()] ( ij‘* 16

. 2 2 1 . 6 -6 -3
f (4)-[;} === f(’(4)=(——4j - =

1 1 41 -3
_ 4 16 2, 32 3, 8.16 4
= + T (x-4) - -2 _ + 24 (x- + ©.10 _
Inx=1In4 I (x-4) : x—4) 3 (x-4) ! x—4)
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